DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

1. razred — srednja skola — A varijanta

26. travnja 2012.

Zadatak A-1.1.

Odredi sve parove (z,y) cijelih brojeva za koje vrijedi

62%y* — 4y* = 2012 — 322

Rjesenge.
Dana jednakost je ekvivalentna s
62%y* — 4y* = 2012 — 322
62%y? + 322 — 4y = 2012
372 (2y* + 1) — 4y* = 2012
30222 + 1) — 2(2y° +1) = 2012 — 2
(327 — 2)(2y* + 1) = 2010

Kako je 2010 =2-3-5-67, a 2y® + 1 je neparan prirodan broj, zaklju¢ujemo

2% +1 € {1,3,5,15,67, 201,335, 1005},
2% € {0,2,4,14,66, 200, 334, 1004} ,
y? € {0,1,2,7,33,100, 167,502} .
Stoga je y* € {0, 1,100}.

Preostaju nam tri slucaja:

322 — 2 = 2010 322 — 2 = 670 322 —2=10
22 +1=1 2% +1=23 2% + 1 =201

3x? = 2012 3x% = 672 3x? =12
y? =0 yP=1 y? = 100

xQZ% r? =224 2 =4
P =0 y? =1 y? =100

Vidimo da jedino u tre¢em slucaju postoje cjelobrojna rjesenja.

Dana jednadzba ima cetiri rjesenja:

(z,y) € {(2,10), (—2,10), (2, —10), (=2, —10)} .
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Zadatak A-1.2.

Dokazi da za sve realne brojeve a, b, ¢ vrijedi

1
g(a+b+c)2<a2—|—b2+02+2(a—b+1).
Prvo rjeSenje.

Transformirajmo desnu stranu nejednakosti:

A+ +F+2(a—b+1)=a>+2a+1+b*—-2b+1+¢
=(@+1)2+@b-1)>+c

Koristeéi nejednakost izmedu kvadratne i aritmeticke sredine, dobivamo

\/(a+1)2+(b—1)2+02 Jlath -1+
3 =
odnosno

(a+1°+0-1+> < (a+b+e).

1
3
Drugo rjesenje.
Dana nejednakost ekvivalentna je s
3+ +c*+2(@-b+1)—(a+b+c)’ >0

Vrijedi
3(a>+0°+*+2(@a—b+1))—(a+b+e)

=3(a®+ b+ +2a—20+2) — (a® + b + & + 2ab + 2bc + 2ca)

= 2a* + 2b* + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca + 6a — 6b + 6

= (a2+b2—2ab)+(bz+cz—2bc)+(02+a2—20a)+6a—6b+6
:( 2+62—2ab+4a—4b)+(b2+c2—2bc—2b—|—20)+(c2—|—a2—20a—20+2a)+6
= (a2+62—2ab+4a—4b+4)+(b2—|—c2—21)c—2b+20+1)+(02+a2—20a—2c+2a+1)
—(a—b+2°+0b—c—1 +(c—a—1)>

a

Ova suma je oCito nenegativna, ¢ime je nejednakost dokazana.
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Zadatak A-1.3.

Svaka znamenka prirodnog broja n (osim prve) strogo je veca od znamenke koja se
nalazi neposredno lijevo od nje. Odredi zbroj svih znamenaka broja 9n.

Prvo rjeSenje.

Neka je n = a,,_1Gm_2 - .. a1ag. Vrijedi ag > a1 > ... > a,,_1. Sada je
In = (10 = 1) (10™ " ap—1 + 10" *ap_2 + ... + 10a; + ao)
= (10 — 1)10™ a1 + (10 — 1)10™ a9 + ... + (10 — 1)10a; + (10 — 1)ag
=101 + 10™ ap_o + ... + 10%a; 4+ 10ag — 10™ ta,—1 — 10™ 2ay_o — ... — 10a; — ag
= 10™ap—1 + 10™ Ham_g — Qpm_1) + ... +10* (a1 — az) + 10(ag — a1) — ag
= 10" a1 + 10" a9 — am_1) + ...+ 10*(a; — az) + 10(ag — a1 — 1) + (10 — ay)
Kako je 0 < apm—1, (@m—2 — @m-1),-.., (a1 — az), (ag —a; — 1), (10 — ap) < 9, to su ti

brojevi znamenke broja 9n, a njihov zbroj je am—1 + (@m—9 — apm_1) + ...+ (a1 — az) +
(ao—a1—1)+(10—a0):9.

Drugo rjesenje.

Neka je n = @12 - .. arag. Vrijedi ag > a1 > ... > Q1.
Oduzimanje 10n —n = 9n mozemo zapisati ovako:

Am—10m—2am—3 ...0a100 0
— Qyy—1Am—2 - . . Q247100

b, bym—10m—2 ... bab1 by

Vl"ljedl redom bo = 10 — Qao, b1 = ag — (CLl + ].), bg = a1 — Qag, b3 = Q9 — Az, ...,
b-1= Qn_o— Apm_1, byy = ay_1. Ti brojevi su znamenke broja 9n,

a njihov zbroj je amy—1 + (@m—o — @m-1) + ...+ (a1 —a2) + (ag —a; — 1) + (10 —ap) = 9.

Zadatak A-1.4.

Neka je trokut ABC' s tupim kutom kod vrha B, neka su D i E polovista stranica AB
i AC redom, F toc¢ka na stranici BC takva da je <BFE pravi, te G to¢ka na duZini
DE takva da je kut <BGE pravi.

Dokazi da tocke A, F'i G leze na istom pravcu ako i samo ako je 2|BF| = |CF|.
Rjesenge.

Uoc¢imo da je BFEG pravokutnik. Trokuti ADE
i ABC su sli¢ni s koeficijentom sli¢nosti 2. Stoga

su tocke A, F'i G kolinearne ako i samo ako je
|FB|:|GD|=2:1.

Neka je |[BC| = a i |BF| = z. Tada je |ED| = 1a,
|EG| = |FB| =xz1|GD| = |DE|—|EG| = ja—ux.

Zato je jednakost |F'B| = 2|GD| ekvivalentna s
z = 2(3a—=2), odnosno a = 3z, tj. |BC| =
3|BF|, odnosno |CF| = 2|BF|.

Time je dokazana tvrdnja zadatka.
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Zadatak A-1.5.

Azra je zamislila Cetiri realna broja i na plo¢u zapisala zbrojeve svih moguéih parova
zamisljenih brojeva, a zatim obrisala jedan od tih zbrojeva. Na ploc¢i su ostali brojevi
—2,1,2,316. Koje je brojeve Azra zamislila?

RjeSenge.

Neka su a, b, ¢ i d zamisljeni brojevi. Uzmimo, bez smanjenja op¢enitosti, da je obrisani

zbroj ¢ + d. Tada su na plo¢i napisani brojevi a + b, a4+ ¢, a+d, b+ ci b+ d, tj.

{-2,1,2,3,6} ={a+ba+c,a+d b+c,b+d}.

Kako je
(a+c)+(b+d) =(a+d)+ (b+c),

medu brojevima na plo¢i mozemo odabrati dva para brojeva s jednakim zbrojem.

Provjerom
—24+1=-1, —24+2=0, —-24+3=1, —246 =4, 1+2=23,

143 =4, 1+6=1, 24+ 3=25, 2+6=8, 3+6=9
utvrdujemo da vrijedi =246 =1+ 3 =4.
Zaklju¢ujemo da je zbroj svih brojeva koje je Azra zamislila jednak 4.
Od brojeva na plo¢i, broj 2 ne pojavljuje se u prethodnoj jednakosti (pa je a + b = 2)
i stoga je obrisani broj ¢ + d jednak 4 — 2 = 2.
Promijenimo sada oznake.
Neka su zamis8ljeni brojevi a, b, ¢, d, ali tako da je a < b < ¢ < d.
Znamo da je {—2,1,2,2,3,6} ={a+ba+c,a+d,b+c,b+d,c+d}.
Zbog a < b < ¢ < d ocito je a + b najmanji zbroj, a ¢ + d najveci, dakle a + b = —2,
c+d=6.

Sada lagano zaklju¢ujemo da je a + ¢ manje od svih zbrojeva osim a + b, i analogno
b+ d je vece od svih zbrojeva osim od ¢+ d. To znacidajea+c=1ib+d = 3.
Kona¢no, a+d=b+c=2.

Vrijedi 2a = (a+0b0) + (a+¢) — (b+¢)=—2+1—2 = —3, odnosno a = —

N

N~

Daljejeb:—Z—a:—%,c:l—a:gid:2—a:
Provjerimo jos da su i ostale jednakosti ispunjene:
btce=—-1+43=2 b+d=-1+1=3 c+d=35+1=6.

3 1 5 7
Agra ; <lil . o Lo
zra je zamislila brojeve 5 T3 3 i 5
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

2. razred — srednja skola — A varijanta

26. travnja 2012.

Zadatak A-2.1.

2 4

Neka je x realan broj takav da su x° — x i 2* — x cijeli brojevi. Dokazi da je x cijeli

broj.

Rjesenge.

Neka je A=22—21B=a2*—x.

Uoc¢imo najprije da je A = 0 samo za x = 0 i x = 1, a to su cijeli brojevi. Stoga
mozemo uzeti da je A # 0.

Vrijedi A% = 2* — 223 + 22 pa je

B-A*=21 2?0 =220 42?2 =20"-20"+ A=22(2—2) +A=22-A+ A

B A+1
tj. B— A? — A =2zA. Dakle, v = oA ;_, pa je x racionalan broj.

Zapisimo x u obliku neskrativog razlomka, x = b
q

2 _
Tada je A= po_P_ ZM Sto ne moze biti cijeli broj ako je ¢ > 1, jer supigq

¢ q ?
relativno prosti. Stoga mora biti ¢ = 1 pa je x cijeli broj sto smo i htjeli pokazati.

Napomena: Do zakljucka da je x racionalan broj mozemo doci na razne nacine.
Npr. 2z = (22 +2) — (2% —2) = 24 — A

Zadatak A-2.2.

Odredi sva realna rjesenja jednadzbe
42° —20|x| +9 =0,
gdje je s |x| oznacen najvedi cijeli broj koji nije veéi od x.
Rjesenge.
Vrijedi
42° —20|x| +9 > 42® — 20z + 9 = (22 — 9)(2x — 1)
pa mora biti (22 —9)(2z —1) <0 tj. ; <2 < 3. Zato je 0 < |z] < 4.

2
1
Takoder, = = 5\/20m -9.

Uvrstavamo redom |[z] = 0,1,2,3,4. Za |[z] = 0 nema rjeSenja, a u svim ostalim
slu¢ajevima dobivamo po jednu vrijednost koja zadovoljava polaznu jednadzbu:

1 1 1 1
ZE:§V117 I':i\/?)l, x:§\/51, ZE:§V71
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Zadatak A-2.3.

Jednakokra¢nom trokutu ABC' (|AB| = |ACY) opisana je kruznica. Tangente te kruz-
nice s diralistima u tockama A i C sijeku se u toc¢ki D. Ako je <DBC = 30°, dokazi
da je trokut ABC' jednakostranic¢an.

Prvo rjesSenje.

Neka su BCE i ECF jednakostrani¢ni trokuti tako da su A i E s iste strane pravca
BC', a B i F s razlicitih strana pravca C'E.

Pretpostavimo da je E razli¢ita od A jer u suprotnom tvrdnja vrijedi.

Buduéi da je kut <F'BC = 30°, dakle </'BC' = <D BC, zaklju¢ujemo da su B, F'i D
kolinearne tocke.

Trokuti DFC i DFE su sukladni (SKS) pa je |DE| = |DC| = |DA|, no kako je
AFE okomito na BC' pa tako i na AD, iz pravokutnog trokuta DAFE vidimo da je
|DE| > |DA|. Kontradikcija!

Drugo rjeSenje.

Neka je a duljina osnovice BC zadanog trokuta, v duljina odgovarajuée visine, tocka
(', ortogonalna projekcija tocke C' na pravac AD, a tocka D; ortogonalna projekcija
tocke D na pravac BC.

S obzirom da je trokut ABC' jednakokracan, tangenta AD njegove opisane kruznice je
paralelna osnovici BC' te je ¢etverokut C'D;DC; pravokutnik.

Kako je <DBD; = 30°, pravokutni trokut DBD; je polovica jednakostrani¢nog tro-
kuta i vrijedi |BD| = 2|DD,| = 2v, |BD;| = vv/3.
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Takoder je |C1D| = |CD,| = |BD;| — |BC| = vV/3 — a.

Tocka D je sjeciste dviju tangenti opisane kruznice trokuta ABC' pa je

(CD| = |AD| = |ACH| +|C1D| = 5 + (vWB—a) = vv/3 - 2.

Sada se primjenom Pitagorina poucka u pravokutnom trokutu DC'D; dobije:
CDy* + DDy = [CDP,
2
(v\/g—a)2+112: (v 3—%) ,

odnosno nakon sredivanja (a 3 — 21})2 = 0.

av/3

Odatle je v = i kona¢no:

a

2
ABP = |AC] =v*+(5) =a> = |AB|=|BC|=|CA|=a.

Zadatak A-2.4.

Dokazi da za pozitivne realne brojeve a, b i ¢ za koje je a + b + ¢ < 3 vrijedi

a+1 N b+1 N c+1
ala+2)  bb+2)  clc+2)

Prvo rjeSenje.

Primjenom A—H nejednakosti dobivamo

at+l b+l o oeql 9
ala+2) bb+2) clc+2) " ala+2) bb+2) clc+2)
+ +
a+1 b+1 c+1
B 9
(a+1)2-1 (OL+1)*—1 (c+1)*-1
+ +
a+1 b+1 c+1
B 9
(@+1)+ G+ +(c+1) = (F5 + 577 + =7)
Kakoje (a+ 1)+ (b+1)+(c+1)=a+b+c+3<61
(S SR S 9 9. 3
a+1 b+1 c+17 (a+1)+b+1)+(c+1)~ 6 2
vrijedi
9 9
i I iy 2 g =2
@+ + 0+ +(c+) - G+ +) 6-3

¢ime smo dokazali tvrdnju.
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Drugo rjesenje.

Vrijedi
r+1 171 1
a:(a:+2)_2<:c+x—|—2>
pa je
a+1 b+ 1 c+1 11 1 1\ 1/ 1 1 1
a(a+2)+b(b+2)+c(c+2)_2<a b c>+2<a+2+b+2+c+2>'

Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine, dobivamo

3 ~ 1l

a+b+c> Z13
L+

Q |
o |

1 1 1 9
kako j b <3 slijedi —+-4+->——-—— >
a Kako je a+ 0+ c < o slijedl a+b+c/a+b+c/
Sliéno postupamo i s drugim dijelom. Primijenimo A—H nejednakost na brojeve a + 2,

b+ 2, ¢+ 2 iiskoristimo uvjet (a +2)+ (b+2) + (¢+2) < 9:

1 1 1 9
+ + 2
a+2 b+2 c¢c+2  (a+2)+(b+2)+(c+2)

> 1.

Konac¢no imamo

a+1 b+1 c+1 >1

> — -1 =2.
aat2) bb12) detr2) "2

3+

1
2
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Zadatak A-2.5.

Moze li skaka¢ obié¢i ploc¢u dimenzija 4 x 2012 i vratiti se na polazno polje tako da
pritom stane na svako polje to¢no jednom?

Skakac je figura koja se krece kao u Ssahu: s polja ozna-
¢enog kruziéem moze se pomaknuti na jedno od osam X X

.....

X X
Rjesenjge. O
Obojimo plocu Sahovski crnom i bijelom bojom (su- X X
sjedna polja imaju razli¢itu boju). Primjetimo da se pri X X
svakom potezu mijenja boja polja na kojem se skakac
nalazi.

Nadalje, oznac¢imo polja u prvom i ¢etvrtom retku kruzicem,
a polja u drugom i tre¢em retku krizicem. Skaka¢ mora s polja oznacenog kruzi¢em
skoc¢iti na polje oznaceno krizi¢em.

Pretpostavimo da postoji nac¢in da skaka¢ posjeti svako polje tocno jednom i vrati se
na pocetak. Broj polja oznacenih krizi¢em je jednak broju polja oznacenih kruzié¢em.
Tada skaka¢ mora s polja oznacenog krizicem (2. i 3. redak) sko¢iti na polje oznaceno
kruzicem (1.1 4. redak) jer bi skakanje s krizi¢a na krizi¢ znacilo da u nekom trenutku
moramo skoc¢iti s kruzi¢a na kruzi¢ sto je nemoguce.

Skaka¢ u nekom trenutku mora doéi na bijelo polje oznaceno kruziéem. U sljedec¢em
potezu dolazi na crno polje oznaceno krizi¢em, pa onda opet na bijelo polje oznaceno
kruzi¢em itd. Isto zaklju¢ivanje mozemo provestii "unatrag": neposredno prije dolaska
na bijelo polje oznaceno kruzi¢em, skaka¢ je morao biti na crnom polju oznac¢enom
krizicem, itd.

Zato nikad ne dolazi na bijelo polje oznaceno krizi¢em, sto je kontradikcija s pretpos-
tavkom da skakac¢ posjec¢uje svako polje.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

3. razred — srednja skola — A varijanta

26. travnja 2012.

Zadatak A-3.1.
Dokazi da ne postoji prirodni broj n > 2 takav da je funkcija
f(z) = cos (x\/I) + cos (x\/§) + -+ +cos (x\/ﬁ)

periodicna.
Rjesenge.
Pretpostavimo da je za neki n > 2 promatrana funkcija periodi¢na s periodom T
(T > 0), tj. da vrijedi f(z+T) = f(x) za sve x € R. Tada je f(T") = f(0) = n.
No, da bi bilo

f(T) = cos(TV1) + cos(TV?2) + - - - + cos(T/n) =n

mora biti cos(Tv1) = cos(TV?2) = --- = cos(Ty/n) = 1. Odatle slijedi T = 2k i
T+/2 = 2lx, pri ¢emu su k,! € N. Stoga bi vrijedilo v/2 = é € Q, a to nije istina.

Dakle, ne postoji n > 2 takav da je funkcija f periodi¢na.

Zadatak A-3.2.

Neka je ABC' trokut s pravim kutom u vrhu C. Neka je D toc¢ka na stranici AC i
E to¢ka na duzini BD tako da vrijedi <ABC = <DAE = <AED. Dokazi da je
|BE| =2|CD|.

Prvo rjesenge.

Oznacimo <ABC = <DAFE = <AED = 5.

Tada je

<BAC = 90° — B,
IBAE = (90° — ) — B = 90° — 253,
<BEA = 180° — j.
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Primijenimo poucak o sinusima na trokut ABE:

sin <BAFE ~sin(90° — 253) ~ cos(23)

BE| = =208 _ 2P T AP —
BE] sin <AEB 4B sin(180° — B) 4B sin 3

"|AB.

U trokutu BCD je |CD| = |BC|ctg<CDB = |BC|ctg(25). Konacno je

cos(2) AB
B smp Bl coses)aBl  sn@p)aB|
D] [BC|ctg(2p) Sin5'|BC"Z?§((§§§ sin 3 - |AB| cos 3

Drugo rjesenje.

Oznacimo s H sjeciste pravaca AE i BC. Neka je |CH| = z, |CD| = y te uobi¢ajeno
|AB| =¢, |BC| =ai|CA|=0b.

A

Trokuti BHE i AH B su sli¢ni jer imaju zajednicki kut u vihu H i <ABH = <BEH =
S. Imamo |BE|: |AB| = |BH| : |AH|, odnosno |BE|: ¢ = (a — x) : Vb? + 22.

Sli¢ni su i pravokutni trokuti AHC i BAC' jer imaju sukladne kutove.
Stoga je |CH| : |AC| = |AC| : |BC|, odnosno = : b=1b: a.
b2

Dobivamo z = — i
a

cla—x) cla—"2) c(a®>=b) a0

VPR fay ey WerE b

|BE| =

S druge strane je |[BD| = |BE| + |DE| = |BE| + |DA|, odnosno

2_b2

2
b

_y_

Sredivanjem dobivamo

a’ a?
CHy =52yt
b = a® — 2by
2 1
te kona¢no |CD|=y = ¢ TR §‘BE’
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Treée rjesenje.

Oznacimo <ABC = <DAF = <AED = 5.

Vrijedi <EDC = 20 pa je <DBC = 90° — 2[.

S druge strane, iz pravokutnog trokuta ABC' imamo 25 + <FAB = 90°, odnosno
<EAB = 90° — 28.

Vidimo da je <DBC = <FAB. Sada mozemo zakljuéiti (prema obratu teorema o
kutu izmedu tetive i tangente) da je pravac BC tangenta na opisanu kruznicu trokuta
ABFE u tocki B.

Neka je ta kruznica k, tocka O njeno srediste i neka je I’ drugo sjeciste pravca C'A s k.

Promotrimo pravce BE i AF koji se sijeku u D. Potencija tocke D u odnosu na k je
|DE| - |DB| = |DA|-|DF|.

Znamo da je |DA| = |DE| paslijedi |DB| = |DF|i |BE| = |AF|.

Dakle, trokut BDF je jednakokracan, a isto vrijedi i za trokut OBF'. Pravci OB i FD
su okomiti na BC' pa su medusobno paralelni. Stoga je <OBF = <BF D, a to znaci da
spomenuti jednakokrac¢ni trokuti imaju sukladne kutove uz zajednic¢ku osnovicu BF.
Oni su, dakle, sukladni, a ¢etverokut OBDF' je romb.

Oznacimo sada poloviste duzine AF s P. Trokuti BC'D i OPF su pravokutni trokuti
sa sukladnim hipotenuzama (|BD| = |OF|, jer je OBDF romb) i s jednim parom
sukladnih kutova («BDC = <OF P, kutovi s paralelnim kracima) pa je ABCD =
AOPEF.

Kona¢no je

1 1
(CD| = |PF| = J|AF| = 5|BE].
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Zadatak A-3.3.
Za dani prosti broj p odredi sve cijele brojeve n takve da je \/n? + pn cijeli broj.
Prvo rjesenge.

Razmatramo dva slucaja:

1. slucaj pln Tada je n = pk, k € Z i vrijedi

\/n2 +pn = \/p2k2 +p?k = pVE2 + k.

No, k* +k = k(k+1) je potpun kvadrat samo ako je k> +k =0, tj. zak =0i k = —1.
Odgovarajuca rjesenja sun =01in = —p.

2. slucaj pitn Tada je M(n,n +p) = 1. Da bi izraz pod korijenom n? + pn =
n(n + p) bio potpun kvadrat, mora biti n = a®, n+p =b* ilin = —b* n+p = —a?,
za neke a, b € Nj.

U oba slucaja je p = b* — a®> = (b — a)(b + a) pa dobivamo (jer je a + b > 0)

b—a= i b—a=p
b+a=p o b+a=1

-1 1 1-— 1

Rjesenje prvog sustava je a = pT, b= p42— , a drugog a = Tp’ b= p;
-1 2 1 2
Ako je n = a? dobivamo n = (}92> ., a ako je n = —b? onda je n = — <]H2—> )

Ovo su cijeli brojevi pa onda i rjeSenja zadatka samo za p > 2.
Drugo rjesenje.

Neka je \/n2 +pn =m, m € Ny. Tada dobivamo n* 4+ pn —m? = 0.

RjeSenja te kvadratne jednadZzbe su

1
_ - (_ /2 2
n—2( pEA/p +4m).
Bududéi da se traze cjelobrojna rjesenja, izraz pod korijenom mora biti potpun kvadrat
tj. p* 4+ 4m? = w? w € N.

Iz p* = (w—2m)(w +2m), kako je w+2m > 0 i w+ 2m > w — 2m, dobivamo sljedece
slucajeve:

w—2m=1 o w—2m=p
24+1 2 -1
U prvom slu¢aju dobivamo w = L ; ,m = p 1 , pa je

1 p2—1\2
=—| —pEy/p2+4
. p¢p+<4>

() ()
ny = ;o My == :
2 2

Ovo su cijeli brojevi samo kada je p neparan, tj. p > 2.

U drugom slucaju je w =p, m =0, pa jen = % (—=p £ p), odnosno n3 = 01ing = —p.
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Zadatak A-3.4.

Duljine stranica ¢etverokuta su cjelobrojne, a svaka od njih je djelitelj zbroja preostalih
triju duljina. Dokazi da su bar dvije stranice tog ¢etverokuta sukladne.

Rjesenge.

Pretpostavimo suprotno, da su sve stranice razli¢itih duljina. Neka su njihove duljine
a, b, ¢, d. Mozemo pretpostaviti da je a < b < ¢ < d (nismo odredili poredak stranica).
Uoc¢imo da je svaka od duljina djelitelj sume S = a + b + ¢ + d svih ¢etiriju duljina.

Kako se radi o duljinama stranica ¢etverokuta, mora biti a+b+c>d, pajeS > 2d,
odnosno 2 = > 2. Bududi da je d djelitelj od S, VI‘lJedl > 3.

Sada imamoc<d§§ a kako je ¢ djelitelj od S, slijedicg%
Analogno dobivamo b <% ia< %.
Stoga je
S s S S 1 1 1 1 57
S = b d<=+—+—+4+— S< -+ - >:S<S.
a+b+c+ 6 5+4+3 6+5+4+3 60

Ovo je nemoguce, pa je pretpostavka da su sve stranice razli¢itih duljina pogresna.

Zadatak A-3.5.

Na plo¢i su zapisani neki cijeli brojevi. U svakom koraku odabiremo brojeve a i b koji
se nalaze na ploc¢i, obriSemo ih i umjesto njih zapisemo brojeve 3a — b i 13a — 3b.

Ako su na pocetku na ploc¢i brojevi 1,2,3,4,...,2011,2012, mogu li se nakon kona¢nog
broja koraka na ploc¢i nalaziti brojevi 2,4,6,8,...,4022,4024 7

RjesSenge.

Odredimo za koliko se promijeni suma svih brojeva na plo¢i zamjenom brojeva a i b
brojevima 3a — b i 13a — 3b:

((3a—0b)+ (13a — 3b)) — (a+b) = 15a —5b=5(3a — b) .

Vidimo da se u svakom koraku suma brojeva zapisanih na plo¢i mijenja za visekratnik
broja 5, tj. suma svih brojeva na plo¢i u svakom trenutku daje isti ostatak pri dijeljenju
s D.

Na pocetku, suma svih brojeva je

2012 - 2013
1+2+3+...+2012:f:1006-2013

i vrijedi
1006-2013=1-3=3 (mod b).
Medutim,

24+446+...+4024 =2-(14+2+3+...+2012) =2012-2013=2-3=1 (mod 5).

Stoga se na ploc¢i ne mogu naci brojevi 2,4, 6, ...,4024.
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DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

4. razred — srednja Skola — A varijanta

26. travnja 2012.

Zadatak A-4.1.

a) Neka su z i y realni brojevi takvi da su o + vy, 2 + 4* i 2* + y* cijeli brojevi.
Dokazi da je broj x™ + y™ cijeli za svaki prirodni broj n.

b) Nadi primjer realnih brojeva z i y koji nisu cijeli, takvih da su = + vy, 2* +¢* i
x* + y* cijeli brojevi.

c¢) Nadi primjer realnih brojeva x i y koji nisu cijeli, takvih da su z +y, 22 + 3? i
23 + 32 cijeli, ali 2% + y* nije cijeli broj.

Rjesenge.

a) Nekasua=x+y, b=2>+9%ic=a'+y" cijeli brojevi. Tada suia®—b = 2zy
i b2 — ¢ = 22%y? cijeli brojevi.
Pretpostavimo da xy nije cijeli broj. Tada je xy = %, gdje je m € Z neparan

2

broj. No, u tom sluc¢aju broj 2z%y* = m? nije cijeli broj, sto je kontradikcija.
Ovim smo dokazali da je zy cijeli broj.
Sada indukcijom lako dokazemo da je x™ + y™ cijeli broj, za sve n € N:
Baza: brojevi x +vy i 22 + y? su prema pretpostavci cijeli brojevi.
Pretpostavimo da su, za neki prirodni broj n > 1 brojevi 2" ' + ¢! i 2" 4 y"
cijeli. Tada vrijedi:
eyt = (2" ) (2 y) = (2"y ayt) = (@ ") (e y) -y (2 )
Kako su x + y i 2y cijeli brojevi, kao i 2"t +y*~1 i 2" + y", zaklju¢ujemo da
jei a4+ "t cijeli broj.
Po principu matematicke indukcije slijedi da je 2™ + y™ cijeli broj za sve n € N.

b) Npr. z = V2, y = —V2.

11
\/§7y_ \/5

c) Npr. z =
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Zadatak A-4.2.
Neka su p; i ¢; cijeli brojevi takvi da jednadzba 22 + pyz + ¢; = 0 ima dva cjelobrojna

rjeSenja. Za svaki n € N definiramo brojeve p,.1 i ¢, 1 formulama

1
Pnt1 =DPnt+ 1, Guy1=qn+ oPn:

Dokazi da postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n za koje jednadzba
22 + ppx + ¢, = 0 ima dva cjelobrojna rjeSenja.

Rjesenge.
Za svaki n € N, neka je D,, diskriminanta kvadratne jednadzbe 22 + p,z + ¢, = 0:
Dn = pi - 4%1-

Iz zadanog uvjeta zaklju¢ujemo da je D, kvadrat nekog cijelog broja.

Nadalje imamo:

1
Dn+1 :pi-i-l _4qn+1 = (pn+ 1)2 —4 <Qn+ 2p”> :pi _4Qn+ 1= Dn+ L.

Pretpostavimo da za neki prirodni broj n jednadzba 22 + p,x + ¢, = 0 ima dva cjelo-
brojna rjesenja. Tada je D,, = k? za neki cijeli broj k, te imamo:

Dpyors1 =D +2k+ 1=k +2k+1=(k+1)>2

Osim toga, kako su % (—pn + \/Dn) i % (—pn — \/Dn) cijeli brojevi, zaklju¢ujemo da su
pn 1 D, iste parnosti. No, tada je i

Priokil =Pn +2k+1=p,+1=D,+1=D,+2k+1=D, 01,1 (mod 2)

pa i jednadzba 22 + ppiok1T + Gniors1 = 0 takoder ima dva cjelobrojna rjesenja.

Time smo dokazali da postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva n za koje jednadzba
22 + pox + ¢, = 0 ima dva cjelobrojna rjesenja.
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Zadatak A-4.3.

Dan je trokut s ortocentrom H i srediStem opisane kruznice O. Ako je mjera jednog
kuta trokuta 60°, dokazi da je simetrala tog kuta okomita na pravac OH.

Napomena: U svim rjeSenjima promatramo trokut ABC u kojem je <BAC = 60° i
|AB| > |C'A] (to mozemo pretpostaviti bez gubitka opcenitosti).

Prvo rjesenge.
Neka je tocka A; noziSte visine iz vrha A zadanog trokuta, tocka O; noziSte okomice

iz tocke O na stranicu C'A, a toc¢ka H; noziste okomice iz tocke H na pravac AB.
Oznacimo |CA| =bi <CBA = p.

Trokut CAO je jednakokracan, a kut <COA je sredignji kut nad tetivom C'A opisane
kruznice trokuta ABC. Zato je <010A = LqCOA =1 .29«CBA = p1i|A0;| = L.

S druge strane, trokut AH,C' je polovica jednakostrani¢nog trokuta i vrijedi 2 |AH;| =
|CA| = b, odakle je |AH;| = 2. Pravokutni trokuti AH;H i AA;B su sli¢ni jer imaju
zajednicki Siljasti kut pri vrhu A te je <AHH, = <ABA; = 0.

Sada se moze zakljuciti da su trokuti AOO; i AHH; sukladni pa je |[AO| = |AH],
<OAO; = <HAH,. Zbog simetrije pri vrhu A, simetrala kuta <BAC ujedno je i

simetrala kuta izmedu krakova jednakokrac¢nog trokuta AOH, pa je okomita na pravac
OH.
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Drugo rjesenje.

Neka je D sjeciste simetrale kuta <BAC i opisane kruznice. Ta tocka lezi i na simetrali
duzine BC. Oznacimo s P poloviste duzine BC. Kako je |OC| = |OD] i <COD =
2<CAD = 60°, trokut COD je jednakostrani¢an. Tocka P je i poloviste duzine OD
jer je OD L BC.

Poznato je da je |AH| = 2|OP| pa zaklju¢ujemo da je |AH| = |OD|.

Takoder uocavamo da su pravci AH i OD medusobno paralelni jer su oba okomita na
BC'. Zato je ¢etverokut AH DO paralelogram.

Kako je i |[AO| = |DO|, ¢etverokut AHDO je romb pa su njegove dijagonale, AD i
OH, medusobno okomite.

Trece rjesenje.

Kako je <BOC = 2<BAC = 120° i <BHC = 180° — <BAC = 120° za siljasti, a
<IBHC = 60° za tupokutni trokut ABC', zaklju¢ujemo da tocke H, O, B i C leze na
istoj kruznici. Zato je <OHB = <OCB = 1(180° — <BOC) = 30°.

Oznacimo s B; i (] sjecista pravca OH s pravcima AC i AB redom. Kut izmedu
pravaca AB i OH je vanjski kut trokuta CiBH i iznosi 60° (jer je <HBA = 30°)
te je trokut AB,C jednakostranic¢an. Sada je jasno da simetrala kuta <BAC sadrzi
njegovu visinu pa je okomita na pravac OH.
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Zadatak A-4.4.

Neka su n i d prirodni brojevi takvi da d dijeli 2n?. Dokazi da broj n? + d nije potpun
kvadrat.

Prvo rjesSenje.
Neka je k € N takav da je 2n? = dk. Tada vrijedi:
E*(n? 4 d) = k*n® + k*d = k*n® + 2kn?
=n?(k* +2k) = n*((k+1)* - 1).

Izraz (k +1)? — 1 nije potpun kvadrat za k € N. Stoga ni broj k*(n? + d), pa tako ni
n? + d ne moze biti potpun kvadrat.

Drugo rjesenje.

Pretpostavimo da je n? + d = m2.

Iz uvjeta zadatka imamo (m? — n?)k = 2n?, tj. (k + 2)n? = km?.

Ako neki prost broj p # 2 dijeli k onda p ne dijeli k+2 pa dijeli n?. 1z toga slijedi da se
p javlja s parnim eksponentom na lijevoj strani gornje jednakosti i stoga se u rastavu
broja k na proste faktore svaki neparan prosti faktor pojavljuje s parnim eksponentom.

Analogno zakljucujemo da se svaki prost faktor p # 2 u broju k£ + 2 javlja s parnim
eksponentom.

Broj 2 dijeli k£ ako i samo ako dijeli k£ + 2. Ako pretpostavimo da 2 dijeli ki k + 2.
Onda je jedan od tih brojeva djeljiv s 4, a drugi nije. Zaklju¢ujemo da je jedan od tih
brojeva oblika 2"a?, a drugi 2b* pri ¢emu je r neparan prirodni broj, a a i b prirodni
brojevi. Razlika brojeva 3k i 5(k + 2) tj. brojeva 2" *a? i b* mora biti 1. Kako su ta
dva broja potpuni kvadrati, to je nemoguce.

Trece rjesenje.

1. slu¢aj. Neka je d neparan. Tada d dijeli n?. Broj d moZemo prikazati u obliku

d = a®b gdje su a i b prirodni brojevi, i b nije djeljiv potpunim kvadratom veé¢im od 1.
Kako a?b dijeli n?, zaklju¢ujemo da ab dijeli n, pa je n = abk za neki k € N.

Sada imamo
n? +d = (abk)* + a®b = a*b(bk* + 1),
2

iz ¢ega vidimo da je ;— brirodan broj.
a

Ako je b > 1, taj broj je djeljiv sa b ali ne i sa b*. Stoga n? + d nije potpun kvadrat.
Ako je b =1, onda je n* + d = a*(k? + 1) $to nije potpun kvadrat za k € N.
2. slucaj. Neka je d paran. Tada se d moZe prikazati u obliku 2a%b gdje su a i b

prirodni brojevi i b nije djeljiv potpunim kvadratom ve¢im od 1. Iz d | 2n?, odnosno
2a2b | 2n? zakljucujemo da ab | n. Dakle, n = abk, k € N. Tada je

n® +d = (abk)* + 2a*b = a*b(bk* + 2).
2

d
Promotrimo prirodni broj n —;_ = b(bk* + 2).
a

Ako je b > 2, taj broj je djeljiv sa b ali ne i sa b*>. Stoga n? + d nije potpun kvadrat.

Ako je b = 1 onda je b(bk? +2) = k*+2, a ako je b = 2 onda je b(bk?+2) = 2(2k*+2) =
4(k* +1). Ni u tim slu¢ajevima n? + d nije potpun kvadrat.
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Zadatak A-4.5.

Za dva polja tablice 10 x 10 kazemo da su prijateljska ako imaju barem jedan zajednicki
vrh. U svako polje tablice upisan je po jedan prirodni broj manji ili jednak 10, tako
da su brojevi u prijateljskim poljima relativno prosti. Dokazi da postoji broj koji se
pojavljuje u toj tablici barem 17 puta.

Rjesenje.

Podijelimo tablicu na 25 malih 2 x 2 kvadrata.

U svakom od njih pojavljuje se najvise jedan paran broj i najvise jedan broj djeljiv s
3. Dakle, najvise 50 brojeva u ¢itavoj tablici je djeljivo s 2 ili 3.

Preostalo je barem 50 brojeva, a svaki od njih jednak je 1, 51ili 7.

Prema Dirichletovom principu barem jedan od tih brojeva pojavljuje se 17 puta.
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